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Résumé :
La trajectoire de particules solides isolées dans un écoulement laminaire peut être très complexe, voire chaotique,
même pour de petits nombres de Stokes et de Reynolds particulaires. Les variations spatiales et temporelles du
champ de vitesse de l’écoulement peuvent en effet rendre l’équation de la particule non-intégrable, même si la
force hydrodynamique est réduite à une simple trainée de Stokes. Nous nous proposons d’étudier la sédimentation
de telles particules au voisinage d’une ligne de courant ascendante, qui est un écoulement générique relativement
banal mais conduisant à des trajectoires particulaires remarquables. En utilisant le fait que le temps de réponse des
particules est un petit paramètre, nous écrivons la dynamique de la particule sous forme d’un système hamiltonien
perturbé. L’apparition de trajectoires chaotiques est alors analysée par la méthode classique de Melnikov. Nous
pouvons montrer par ce moyen que si la ligne de courant présente un maximum local strict de vitesse ascendante,
alors une cellule de rétention de Stommel peut se former au voisinage de ce point. La brisure de cette cellule, sous
l’effet de l’inertie de la particule ou d’une perturbation extérieure, peut entrainer des trajectoires particulaires
complexes.
Abstract :
The motion of a tiny solid sphere moving in a laminar flow under the effect of gravity and of a linear hydrodynamic
force is investigated by means of asymptotic methods. We analyze the occurence of chaotic particle trajectories.
The particle dynamics is written in the form of a perturbed Hamiltonian system, taking advantage of the fact that
the particle response time is small. The flow is taken to be a vertical streamline displaying a strict local velocity
maximum. It is observed that the phase portrait of inertialess particle dynamics can display heteroclinic trajecto-
ries. Chaotic particle motion is therefore likely to occur under the effect of perturbations due to flow unsteadiness
and particle inertia, and the occurence of this chaos is investigated by using classical tools of Dynamical Systems
theory, like Melnikov’s method.
Mots-clefs : écoulements à phase dispersée ; chaos hamiltonien.
1 Introduction
La compréhension du mouvement de particules lourdes dans les écoulements est un enjeu
important pour modéliser de nombreux dispositifs industriels ou situations naturelles. Dans le
cas où l’écoulement est laminaire des études essentiellement numériques (Maxey & Corrsin
1986, Fung 1997, McLaughlin 1988) ont montré que des trajectoires complexes (sédimentation
chaotique et suspension quasi-permanente) pouvaient se produire même si la particule est isolée
et soumise à une simple trainée de Stokes et à son poids. Ces trajectoires chaotiques ne sont pas
dues à de possibles effets de sillage (e.g. détachement tourbillonnaire), puisque ce sillage est
ici verrouillé par la viscosité, mais tout simplement aux non-linéarités spatiales contenues dans
le champ de vitesse du fluide ~Vf , qui rendent l’équation du mouvement de la particule non-
intégrable. Ce chaos, qui n’est pas sans rappeler le chaos lagrangien des traceurs parfaits, peut
être qualifié de chaos lagrangien inertiel.
Des expériences et des calculs menés depuis 1900 ont montré que de petites particules plus
lourdes que le fluide pouvaient être capturées au voisinage d’une ligne de courant ascendante.
Elles peuvent ainsi rester en suspension très longtemps, sous l’effet combiné de la gravité et des
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efforts hydrodynamiques. Ces particules ainsi capturées forment des zones sombres, aisément
visibles à l’oeil nu. Elles ont été observées dans des expériences de convection thermique (Bé-
nard 1900, Simon & Pomeau 1991, Cerisier et al. 2005), dans des analyses de la concentration
de plancton dans un lac (Stommel 1949), ainsi que dans des dispositifs electrohydrodynamiques
(Tuval et al. 2005) ou la sédimentation d’aérosols (Fung 1997). De telles trajectoires fermées
sont souvent appelées “zones de rétention de Stommel”, même si elles n’ont qu’une défini-
tion assez vague. Elles jouent cependant un rôle important dans la sédimentation chaotique de
particules (Fung 1997). L’objectif de notre travail est de déterminer, aussi analytiquement que
possible, les conditions menant au chaos lagrangien inertiel au voisinage d’une telle ligne de
courant ascendante.
Equation du mouvement de la particule. Nous considérons une particule lourde solide sphé-
rique, isolée, et dont les nombres de Reynolds, de Stokes et de Taylor particulaires sont très
petits. L’écoulement induit par l’inclusion est ainsi rampant et quasi-stationnaire et l’équation
du mouvement qui en résulte est1 :
mp
~¨Xp = mp~g + 6piµ a
(
~Vf ( ~Xp, t)− ~˙Xp
)
, (1)
où ~Xp(t) est la position de la particule à l’instant t, mp sa masse, a son rayon, µ la viscosité
dynamique du fluide, ~Vf la vitesse du fluide en l’absence de particule. Partant de l’équation (1)
nous considérons un écoulement dont le champ de vitesse est perturbé de façon instationnaire :
~Vf (~x, t) = ~V
0
f (~x) + ε ~V
1
f (~x, t), ε 1. Si V0 et L0 désignent respectivement une vitesse et une
longueur caractéristique de l’écoulement de base, l’équation (1) adimensionnée devient :
τ ~¨Xp = ~VT + ~V
0
f ( ~Xp) + ε ~V
1
f ( ~Xp, t)− ~˙Xp (2)
sans renommer t, ~Xp ou ~Vf . Le paramètre τ est le temps de réponse adimensionnel des par-
ticules, supposé petit : τ = 2ρp
9ρf
a2
ν
V0
L0
 1, où ρp et ρf sont respectivement la masse volu-
mique de la particule et du fluide. La vitesse ~VT est la vitesse terminale adimensionnelle :
~VT =
2
9
ρp
ρf
a2~g
ν
1
V0
. Nous supposerons que la vitesse terminale des particules est de l’ordre de
celle du fluide : VT = |~VT | = O(1). L’équation du mouvement de la particule contient ainsi
deux petits nombres sans dimension : ε et τ . Posons τ = k ε, où k est un paramètre quel-
conque mais gardé fixe lorsque ε → 0. Alors un développement asymptotique de la forme
(McLaughlin 1988) ~˙Xp = ~VT + ~V 0f + ε~V 1 +O(ε2) conduit à :
~˙Xp = ~VT + ~V
0
f ( ~Xp) + ε
(
~V 1f ( ~Xp, t)− k∇~V 0f .(~V 0f + ~VT )
)
+O(ε2). (3)
Qui est l’équation utilisée dans la suite pour l’étude théorique de la sédimentation.
2 Formation des zones de rétention : un théorème du maximum
On peut remarquer (Stommel 1949, Maxey & Corrsin 1986, Simon & Pomeau 1991, Fung
1997) que si l’écoulement est dans le plan vertical, alors le système dynamique (3) est hamilto-
nien à l’ordre ε0 :
~˙Xp =
(
x˙
y˙
)
= ~VT + ~V
0
f ( ~Xp) =
(
∂H
∂y
−∂H
∂x
)
(4)
1 Nous ne considérerons ici que des particules beaucoup plus lourdes que le fluide, comme les aérosols, ce qui permet
de négliger la force due à l’écoulement non-modifié (force de Tchen et poussée d’Archimède). Aussi, ce modèle suppose la
diffusion brownienne négligeable, et l’absence de thermophorèse ou d’effort d’origine électrique.
2
18 ème Congrès Français de Mécanique Grenoble, 27-31 août 2007
oùH(x, y) = ψ0(x, y)+xVT , et ψ0 est la fonction de courant associée à ~V 0f , x est la coordonnée
horizontale et y la coordonnée verticale ascendante. On peut alors établir la propriété suivante.
Supposons que ψ0(x, y) soit de classe C∞ et possède une ligne de courant verticale ascendante
S (Fig. 1(a)) et un point C ∈ S où la vitesse verticale v = −∂ψ0/∂x admette un maximum
local strict : ∂v
∂x
(C) = ∂v
∂y
(C) = 0 et
∂2v
∂x2
(C)∂
2v
∂y2
(C) −
( ∂2v
∂x∂y
(C)
)2
> 0 (5)
∂2v
∂x2
(C) < 0. (6)
Notons Vc = v(C) supposé > 0, et C= (xc, yc). Alors pour VT < Vc et VT suffisamment proche
de Vc, les trajectoires des particules à l’ordre ε0 (i.e. les lignesH = constant) prennent la forme
d’un dipole elliptique de centre C (Fig. 1(b)). Si de plus la vorticité s’annule le long de S , les
axes de l’ellipse sont (C, x) et (C, y) et ses demi grand-axe et demi petit-axe sont
a =
√
6(Vc − VT )/ψ0,xxx(C) et b =
√
2(Vc − VT )/ψ0,xyy(C) (7)
(où la virgule indique une dérivée partielle spatiale).
Cette propriété peut être établie en développant H(x, y) au voisinage de C et en tenant compte
du fait que de nombreuses dérivées de ψ0 sont nulles en C. Il reste :
H(x, y) = H(C) + (x− xc)(α(x− xc)2 + 2β(x− xc)(y − yc) + γ(y − yc)2 + δ) +R,
où α = ψ0,xxx(C)/6, β = ψ0,xxy(C)/4, γ = ψ0,xyy(C)/2, δ = VT−Vc etR = O(|~x−C|4). Le
reste étant supposé négligeable, une condition suffisante pour que la ligne H = H(C), x 6= xc,
soit une ellipse est : δ 6= 0, δ(α+ γ) < 0, αγ > β2. Or l’hypothèse (6) implique α > 0, et (5)
implique γ > 0. De plus, VT < Vc signifie δ < 0. Les deux premières conditions d’ellipticité
sont ainsi satisfaites. La dernière est une conséquence de (5). Si de plus la vorticité est nulle
le long de S , alors ψ0,xx + ψ0,yy = 0 donc ψ0,xx = 0 en tout point de S . Ainsi ψ0,xxy = 0 le
long de S . En particulier β = 0, et les axes de l’ ellipse deviennent (C, x) et (C, y). Les demi
grand-axe et demi petit-axe de l’ellipse sont alors a =
√
−δ/α et b =
√
−δ/γ, ce qui mène aux
relations (7).
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FIG. 1 – Représentation schématique des lignes de courants de l’écoulement de base au voisinage du
point critique C (a), et des trajectoires particulaires (b) dans cet écoulement. La figure (c) représente
une section de Poincaré (T -stroboscopie) de la dynamique d’une particule à l’ordre ε, lorsque qu’une
bifurcation hétérocline se produit.
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Les résultats présentés dans cette section sont valables à l’ordre ε0. Si la perturbation O(ε)
apparaissant dans l’équation (3) est prise en compte, les séparatrices courbes peuvent se briser :
les particules pourraient alors entrer et sortir des cellules de façon totalement imprévisible. Il
est donc fondamental de pouvoir calculer les paramètres menant à ce type de comportement
complexe. C’est l’objet de la section suivante.
3 Bifurcation hétérocline : brisure de la cellule
Les termes en O(ε) traduisent les effets de l’instationnarité de l’écoulement mais aussi de
l’inertie de la particule : il est clair que ces termes peuvent influencer notablement la dynamique
au voisinage de la cellule elliptique, en provoquant par exemple une brisure de ses séparatrices.
Afin d’analyser le rôle de ces termes nous utilisons la méthode de Melnikov pour prédire l’appa-
rition de points d’intersection entre les variétés stable et instable associées aux points selles A′
etB′ de la section de Poincaré (x(t0+nT ), y(t0+nT )), n ∈ Z, du système perturbé (Fig. 1(c)).
(Rappelons que T est la période de la perturbation : ~V 1f (~x, t + T ) = ~V 1f (~x).) En effet, puisque
le système O(ε0) présente deux points selles A et B, la section de Poincaré (T -stroboscopie) de
ce système présentera trivialement deux points selles en A et B. Pour ε non-nul mais suffisam-
ment petit la section de Poincaré du système perturbé présentera alors deux points singuliers du
même type A′(ε) et B′(ε), fonctions continues de ε. Ainsi, il existe deux variétés invariantes
stable (Ws) et instable (Wu) associées à B′(ε) et A′(ε) respectivement. Si jamais Ws intersecte
Wu (e.g. point I de la Fig. 1(c)), il existera une infinité de points d’intersection entre Ws et
Wu. Le portrait de phase de la dynamique particulaire au voisinage de ce cycle hétérocline aura
une structure en fer à cheval (théorème de Smale-Birkhoff), caractérisée par des trajectoires
chaotiques et sensibles à leur condition initiale.
La présence de tels points d’intersection peut être prédite en calculant la distance signée
entre les deux variétés en un point ~X0(0) de la séparatrice du système non perturbé. Si cette
distance signée change de signe lorsque t0 évolue, cela impliquera l’existence de points d’inter-
section. A l’ordre ε cette distance est proportionnelle à l’intégrale de Melnikov (Guckenheimer
& Holmes 1983) :
M(t0) =
∫ +∞
−∞
[
~VT + ~V
0
f
]
~X0(t)
∧
[
~V 1f
(
~X0(t), t+ t0
)
− k∇~V 0f .
(
~V 0f + ~VT
)
~X0(t)
]
dt (8)
qui est intégrée le long de la séparatrice considérée du système non-perturbé, paramétrée par
~X0(t) avec ~X0(−∞) = A et ~X0(+∞) = B. (Le produit ∧ est le produit vectoriel projeté
suivant z.) L’inertie de la particule étant prise en compte (k 6= 0) la perturbation est dissipative,
mais ceci n’altère pas la validité de l’équation (8) qui nécessite seulement que le système non-
perturbé soit non-dissipatif. Nous avons alors :
M(t0) =
∫ +∞
−∞
[
~VT + ~V
0
f
]
~X0(t)
∧ ~V 1f
(
~X0(t), t+ t0
)
dt︸ ︷︷ ︸
(i)
−km(VT ) (9)
où m est independant de t0 et s’écrit : m(VT ) =
∫ +∞
−∞
~˙X0 ∧ ~¨X0 dt. Ce terme est aussi indé-
pendant de ~V 1f et traduit l’influence de l’inertie de la particule sur la brisure de la séparatrice.
Comme ~˙X0∧ ~¨X0 est proportionnel à la courbure de la séparatrice en ~X0(t), la constante m(VT )
est la signature d’effets centrifuges. En particulier, m(VT ) = 0 sur toute separatrice rectiligne,
quelle que soit la vitesse terminale VT .
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Dans ce qui suit nous calculons M(t0) dans le cas où le reste R du développement de
Taylor de H(x, y) est nul, et pour la séparatrice elliptique Σ1 de la figure 1(b). De plus, nous
prenons β = 0 (vorticité nulle le long de la ligne de courant). Le calcul complet de ~X0(t)
et m peut être mené analytiquement et nous obtenons : m(VT ) = −2pi
√
3
√
ψ0,xyy(C)
ψ0,xxx(C)
(
VT − Vc
)2
.
Cette constante étant non-nulle et négative on peut affirmer que l’inertie de la particule contribue
à maintenir les deux variétés Ws et Wu éloignées l’une de l’autre, et tend à maintenir Wu plus à
l’extérieur de la cellule que Ws. En particulier, dans le cas stationnaire la dynamique sera non-
chaotique mais la cellule finira toujours par se vider de ses particules si leur temps de réponse
est non-nul, ce qui confirme l’analyse de Rubin et al. (1995).
Le calcul de la partie variable de la fonction de Melnikov (terme (i) de l’équation (9)) né-
cessite de spécifier le type de perturbation appliquée. Nous avons considéré une perturbation
“homothétique” (Fung 1997), de la forme : ~V 1f (~x, t) = ~V 0f (~x) sinωt, ω = 2pi/T. Ainsi notre
écoulement change d’intensité tout en gardant la même structure. Il est évident qu’il n’y pas de
chaos lagrangien dans un tel écoulement plan mais nous verrons qu’un chaos lagrangien inertiel
pourra avoir lieu. Avec une telle perturbation le terme ~V 0f ∧ ~V 1f s’annule, et nous obtenons
M(t0) = −A(ω, VT )cosωt0 − km(VT ),
où A(ω, VT ) est proportionnel à la transformée de Fourier de la composante horizontale de
~X0(t) et vaut (Angilella 2006) :
A(ω, VT ) =
√
3√
ψ0,xyy ψ
0
,xxx
pi VT ω
cosh piω
2
√
2
√
ψ0,xyy(Vc−VT )
. (10)
Il est clair que si A(ω, VT ) < k | m(VT ) | alors M(t0) n’a pas de zéro simple. Ce critère
analytique permet de prédire la brisure de la séparatrice courbe de la zone de rétention et est
valide pour tout écoulement tel que R est nul ou suffisamment petit. (L’analyse de Melnikov
ci-dessus, dans laquelle on a négligé R, est valable pour VT suffisamment proche de Vc, i.e.
pour une cellule suffisamment localisée autour de C).
4 Application
Si la fonction de courant adimensionnelle est ψ0(x, y) = sinx sin y, alors l’écoulement de
base est une succession de vortex contra-rotatifs régulièrement espacés. On vérifie sans peine
que la ligne de courant x = 0 et−pi ≤ y ≤ 0 est verticale ascendante, que la vorticité y est nulle,
et que la vitesse verticale y possède un maximum local strict Vc = 1 en C = (0,−pi/2). De plus,
pour cet écoulement nous avons R = O(| ~x − C |5), au lieu de O(| ~x − C |4). Supposons que
cet écoulement cellulaire soit soumis à la perturbation instationnaire décrite ci-dessus. (Cela
pourrait correspondre grosso-modo à une expérience de convection avec gradient thermique
T -périodique.) Le diagramme (ω, VT ) indiquant l’occurence de la brisure de séparatrices est
obtenu en traçant les isocontours de A(ω, VT ) − |km(VT )|, dans le plan (ω, VT ), où A(ω, VT )
est l’amplitude de la fonction de Melnikov (10) et km est sa partie constante. Ce diagramme
est montré sur la figure 2 de gauche. Le graphe 2(A) montre des trajectoires numériques dans
cet écoulement, lorsque VT = 0.8 et ε = 0, obtenues par résolution de l’équation de départ (2),
et confirme l’apparition de la cellule de Stommel elliptique. En simulant de nombreux lâchers
de particules au dessus de cette cellule lorsque 0 < ε  1, et pour divers (ω, VT ), nous avons
pu confirmer la validité de l’analyse de Melnikov (cf. figure 2(b)). Deux trajectoires typiques
sont montrées sur la figure 2(B).
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FIG. 2 – Graphe (a) : diagramme de bifurcation obtenu analytiquement par la méthode de Melnikov pour
l’écoulement ψ0(x, y) = sinx sin y. Le graphe (A) montre des trajectoires numériques (traits pleins)
dans cet écoulement (traits pointillés) lorsque VT = 0.8 et ε = 0. L’ellipse en traits tiretés correspond
au résultat analytique (7). Le graphe (B) montre les trajectoires de 2 particules lâchées au dessus de
la cellule lorsque ε = 0.03 (résolution numérique de l’Eq. (2) avec VT = 0.8 et ω = 0.7). Les deux
particules pénètrent dans la cellule, signe que les séparatrices sont brisées, en accord avec l’analyse de
Melnikov montrée sur le graphe (a). Ce séjour dans la cellule augmente considérablement la longueur de
leur trajectoire. Le graphe (b) montre la longeur relative des trajectoires moyennée sur un grand nombre
de lâchers de particules (symbole •, calcul numérique) ainsi que A(ω, VT )− |km(VT )| (courbe en traits
pleins, résultat analytique). Lorsque A(ω, VT ) − |km(VT )| < 0 il n’y a pas de trajectoire chaotique et
la longeur moyenne relative est quasi nulle. Inversement, dès que A(ω, VT )− |km(VT )| > 0, la longeur
moyenne relative augmente.
Les calculs présentés dans ce papier peuvent être généralisés au cas d’un écoulement axi-
symétrique ~V 0f (r, z). Nous les avons appliqués à un écoulement de Poiseuille vertical dans un
tube avec striction, présentant ainsi un maximum local strict de vitesse verticale dans la gorge
de la zone réduite. Là aussi nous observons que la sédimentation chaotique se produit pour les
paramètres (ω, VT ) prédits par l’analyse asymptotique (Angilella 2006). Enfin, la généralisa-
tion de ces résultats à des inclusions plus complexes (e.g. gouttes et bulles), toujours à petit
nombre de Reynolds particulaire, présente plus de difficultés et nécessite une approche plus
fine, perspective de ce travail.
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